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введение. Доминирующее множество D вершин графа G называется окрестностным [1], если 
для каждого ребра графа G найдется вершина, принадлежащая D, замкнутое окружение которой 
содержит данное ребро. Доминирующее (окрестностное) множество графа называется связным до-
минирующим [2] (связным окрестностным [3]), если оно порождает связный подграф этого графа. 
В работе [4] введен и охарактеризован класс доминантно-треугольных графов как графов, в кото-
рых каждое доминирующее множество является окрестностным (этот класс графов совпал с клас-
сом реберно-симплициальных графов, в которых каждое ребро есть подмножество некоторой сим-
плициальной клики). В настоящей работе вводится класс связно-доминантно-треугольных графов 
как графов, в которых каждое связное доминирующее множество является (связным) окрестност-
ным. Получена характеризация связно-доминантно-треугольных графов, из которой следует поли-
номальный алгоритм их распознавания. Также введен и охарактеризован в терминах запрещенных 
порожденных подграфов класс совершенных связно-окрестностных графов, в каждом связном по-
рожденном подграфе которых мощности наименьшего окрестностного множества и наименьше-
го связного окрестностного множества совпадают. Как следует из приводимой характеризации, 
подклассом класса совершенных связно-окрестностных графов является широко известный класс 
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расщепляемых графов [5, 6]. Соотношения между указанными классами графов (некоторые из них 
будут следовать из дальнейшего изложения) приведены на рис. 1, где из соединенной линией пары 
классов графов надкласс изображен сверху. В предположении P ≠ NP доказана неаппроксимиру-
емость за полиномиальное время с логарифмической гарантированной оценкой точности задачи 
о наименьшем связном окрестностном множестве в классе симплициально-расщепляемых гра-
фов, который является собственным подклассом классов связно-доминантно-треугольных, совер-
шенных связно-окрестностных и расщепляемых графов. Это первый известный автору результат 
о сложности соответствующей задачи в классе всех графов.
1. Предварительные сведения. Теоретико-графовые понятия и обозначения, не оговорен-
ные специально, следуют [7]. Рассматриваются конечные неориентированные графы без пе-
тель и кратных ребер (далее называемые просто графами). Множества вершин и ребер графа 
G обозначаются через V(G) и E(G) соответственно. Число | ( ) |V G  вершин графа G называется 
его порядком. Множество всех вершин графа G, смежных с вершиной v, называется окружени-
ем вершины v и обозначается N(v); замкнутым окружением вершины v называется множество 
[ ] = ( ) { }.N v N v v∪  Для произвольного подмножества ( )X V G⊆  положим ( ) = ( ) \v XN X N v X∈  
и [ ] = ( )N X N X X∪  – окружение и замкнутое окружение множества X соответственно. 
Замкнутым собственным окружением произвольного ребра = ( )e uv E G∈  называется множество 
вершин [ ] = [ ] [ ]PN e N u N v∩ . Подграф графа G, порожденный множеством вершин ( ),X V G⊆  
обозначается G(X); положим = ( ( ) \ )G X G V G X- .
Граф G называется F-свободным для некоторого набора графов F, если G не содержит по-
рожденных подграфов, изоморфных любому из графов набора F. Класс графов G называется 
наследственным, если каждый порожденный подграф графа из G также принадлежит классу G. 
Любой наследственный (и только наследственный) класс графов может быть задан множеством 
F своих запрещенных порожденных подграфов. Это означает, что G ∈G  тогда и только тогда, 
когда G является F-свободным графом.
Множество попарно несмежных вершин графа называется независимым. Множество попар-
но смежных вершин графа называется кликой. Клика графа называется максимальной, если она 
не является подмножеством никакой другой клики этого графа. Если для вершины v клики C 
выполнено равенство N[v] = C, то вершина v называется симплициальной вершиной, а C – сим-
плициальной кликой. Каждая симплициальная клика, очевидно, является максимальной. Граф G 
называется реберно-симплициальным, если каждое его ребро принадлежит подграфу, порожден-
ному некоторой симплициальной кликой.
Граф G называется расщепляемым [5, 6], если множество его вершин можно представить 
в виде разбиения ( ) =V G C I∪ , =C I∩ ∅ , где C – клика, а I – независимое множество. Будем 
называть расщепляемый граф симплициально-расщепляемым, если существует разбиение мно-
жества его вершин на симплициальную клику и независимое множество.
Рис. 1. Соотношения между изучаемыми классами графов
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Пусть G – произвольный граф. Множество ( )D V G⊆  называется доминирующим, если 
N[D] = V(G). Доминирующее множество D графа G называется минимальным, если оно не содер-
жит никакого другого доминирующего множества этого графа. Наименьшая из мощностей до-
минирующих множеств графа G называется числом доминирования графа G и обозначается через 
γ(G). Доминирующее множество D графа G называется связным [2], если порожденный подграф 
G(D) связен. Связное доминирующее множество D графа G называется минимальным, если оно 
не содержит никакого другого связного доминирующего множества этого графа. Наименьшая 
из мощностей связных доминирующих множеств графа G называется числом связного домини-
рования графа G и обозначается через γс(G). Доминирующее множество D графа G называется 
окрестностным [1], если для каждого ребра ( )uv E G D∈ -  в D найдется вершина, смежная одно-
временно с обоими его концами u и v. Это эквивалентно тому, что = ( [ ]).v DG G N v∈  Наименьшая 
из мощностей окрестностных множеств графа G называется окрестностным числом графа G 
и будет далее обозначаться через nb(G). Окрестностное множество D графа G называется связным 
окрестностным [3], если оно порождает связный подграф графа G. Через nbс(G) будем обозна-
чать связное окрестностное число графа G – наименьшую из мощностей связных окрестностных 
множеств этого графа. Отметим, что связные доминирующие множества и связные окрестност-
ные множества существуют лишь в связных графах, поэтому для несвязного графа G параметры 
γс(G) и nbс(G) не определены. Для связного же графа G выполняются очевидные соотношения 
γ(G) ≤ γc(G) и nb(G) ≤ nbc(G).
Согласно [8], сформулируем следующие четыре задачи распознавания.
ДОМИНИРУЮЩЕЕ (СВЯЗНОЕ ДОМИНИРУЮЩЕЕ) МНОЖЕСТВО.
Условие: задан граф G и натуральное число k.
Вопрос: существует ли в графе G доминирующее (связное доминирующее) множество D та-
кое, что | |D k≤ ?
ОКРЕСТНОСТНОЕ (СВЯЗНОЕ ОКРЕСТНОСТНОЕ) МНОЖЕСТВО.
Условие: задан граф G и натуральное число k.
Вопрос: существует ли в графе G окрестностное (связное окрестностное) множество D такое, 
что | |D k≤ ?
Под оптимизационной версией каждой из четырех перечисленных задач распознавания будем 
понимать задачу нахождения соответствующего множества такой наименьшей мощности k, для 
которой ответ на вопрос данной распознавательной задачи является утвердительным. При этом 
для обозначения оптимизационных версий задач будем использовать те же названия, что и для 
их распознавательных версий; из контекста должно быть ясно, о какой версии задачи идет речь.
2. Доминантно-треугольные графы. Граф G называется доминантно-треугольным [4], 
если для каждого минимального доминирующего множества D этого графа и каждого ребра 
( )uv E G D∈ -  найдется вершина w D∈ , одновременно смежная с вершинами u и v (т. е. множе-
ство вершин {u, v, w} порождает треугольник в графе G).
Другими словами, каждое минимальное доминирующее множество доминантно-треуголь-
ного графа G является также его окрестностным множеством. Отметим, что требование мини-
мальности доминирующих множеств в этом определении можно опустить без ограничения общ-
ности [4]. Как следует из определения, если G – доминантно-треугольный граф, то γ(G) = nb(G) 
(поскольку каждое окрестностное множество, в свою очередь, всегда является доминирующим).
Характеризация класса доминантно-треугольных графов, полученная в [4], указывает на его 
совпадение с классом реберно-симплициальных графов. Нетрудно видеть, что каждый симпли-
циально-расщепляемый граф является реберно-симплициальным (доминантно-треугольным).
Вершину v графа G будем называть собственной для ребра ( )e E G∈ , если [ ] [ ]N v PN e⊆  
(в работе [4] такая вершина называется опорной для ребра e).
Те о р е м а  1  [4]. Для графа G следующие утверждения эквивалентны: 
1) G – доминантно-треугольный; 
2) каждое ребро графа G обладает собственной вершиной;
3) G – реберно-симплициальный.
33
Как показано в работе [4], в каждом доминантно-треугольном графе семейства минималь-
ных доминирующих и минимальных окрестностных множеств совпадают. Поэтому задачи ДО-
МИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО и ОКРЕСТНОСТНОЕ МНОЖЕСТВО в классе доминантно-тре-
угольных графов эквивалентны. Для этих задач был доказан следующий результат о сложности 
аппроксимации.
Те о р е м а  2 [4]. В предположении P ≠ NP для оптимизационной версии каждой из задач 
ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО и ОКРЕСТНОСТНОЕ МНОЖЕСТВО не существует поли-
номиального (κ ln n)-приближенного алгоритма в классе расщепляемых доминантно-треуголь-
ных графов порядка n, где κ > 0 – некоторая фиксированная константа. 
До к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2, схема которого представлена в работе [4], на самом деле вле-
чет следующий более сильный результат.
Те о р е м а  3. В предположении P ≠ NP для оптимизационной версии каждой из задач ДО-
МИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО и ОКРЕСТНОСТНОЕ МНОЖЕСТВО не существует полино-
миального (κ ln n)-приближенного алгоритма в классе связных симплициально-расщепляемых гра-
фов порядка n, где κ – фиксированная константа из условия теоремы 2.
3. Характеризация класса связно-доминантно-треугольных графов. Связный граф G на-
зовем связно-доминантно-треугольным (для краткости – СДТ-графом), если для каждого ми-
нимального связного доминирующего множества D этого графа и каждого ребра ( )uv E G D∈ -  
найдется вершина w D∈ , одновременно смежная с вершинами u и v (т. е. множество вершин 
{u, v, w} порождает треугольник в графе G).
Другими словами, каждое минимальное связное доминирующее множество СДТ-графа G 
является также его (связным) окрестностным множеством. Заметим, что, как и в случае доми-
нантно-треугольных графов, требование минимальности связных доминирующих множеств 
в определении СДТ-графа можно опустить без ограничения общности.
Приведем характеризацию класса связно-доминантно-треугольных графов.
Те о р е м а  4. Для связного графа G следующие утверждения эквивалентны:
1) G – СДТ-граф;
2) для каждого ребра ( )e E G∈  без собственных вершин граф [ ]G PN e-  несвязен.
До к а з а т е л ь с т в о. 1) 2).⇒  Предположим, что в СДТ-графе G существует ребро uv, не име-
ющее собственных вершин и такое, что граф [ ]G PN uv-  связен. Тогда для каждой вершины 
[ ]x PN uv∈  будет выполняться соотношение [ ] \ [ ]N x PN uv ≠ ∅ . Отсюда следует, что [ ]x N D∈ , 
где = ( ) \ [ ]D V G PN uv , т. е. множество D является доминирующим в графе G. С другой стороны, 
граф ( ) = [ ]G D G PN uv-  является связным и, следовательно, D – связное доминирующее множе-
ство графа G. В то же время D не содержит ни одной вершины, одновременно смежной c u и v. 
Получили противоречие с тем, что G – СДТ-граф.
2) 1).⇒  Пусть связный граф G не является СДТ-графом. Тогда найдутся такие его связное 
доминирующее множество ( )D V G⊆  и ребро ( )uv E G D∈ - , что каждая вершина, принад-
лежащая D, не смежна хотя бы с одной вершиной из {u, v}. Отсюда, в частности, следует, что 
[ ] = .PN uv D∩ ∅  Если теперь предположить, что у ребра uv имеется собственная вершина x, 
т. е. [ ] [ ]N x PN uv⊆ , то [ ] =N x D∩ ∅  – противоречие с тем, что D – доминирующее множество. 
Таким образом, ребро uv не имеет собственных вершин и, следовательно, порожденный подграф 
= [ ]H G PN uv-  несвязен. Поскольку ( ) \ [ ] = ( ) ,D V G PN uv V H⊆  связный порожденный под-
граф G(D) является также подграфом графа H. Значит, все вершины множества D принадлежат 
некоторой одной связной компоненте графа H. Но тогда каждая вершина любой другой связной 
компоненты графа H  не входит в N[D] в графе G, что невозможно для доминирующего множе-
ства D. Теорема доказана.
С л ед с т в и е  1. Для каждого СДТ-графа G выполняется соотношение γс(G) = nbс(G).
До к а з а т е л ь с т в о. Каждое связное окрестностное множество произвольного связного гра-
фа G является связным доминирующим, поэтому γс(G) ≤ nbс(G). Для СДТ-графа G верно и обратное: 
34
каждое связное доминирующее множество такого графа является (связным) окрестностным, по-
этому γс(G) ≤ nbс(G). Следствие доказано.
Как следует из теоремы 4, класс СДТ-графов допускает простой полиномиальный алгоритм 
распознавания.
Каждый связный доминантно-треугольный граф, очевидно, является связно-доминантно-тре-
угольным. На рис. 2 изображен пример серии СДТ-графов, не являющихся доминантно-треуголь-
ными, – квадраты 2nP   простых цепей Pn для n ≥ 6.
4. Характеризация класса совершенных связно-окрестностных графов. В работе [9] вве-
ден и охарактеризован в терминах запрещенных порожденных подграфов наследственный класс 
совершенных связно-доминантных графов. Граф G называется совершенным связно-доминант-
ным, если для каждого его связного порожденного подграфа выполнено равенство γ(H) = γс(H). 
Те о р е м а  5 ([9]). Граф G является совершенным связно-доминантным тогда и только то-
гда, когда G – (P5, C5)-свободный граф. 
По аналогии назовем граф G совершенным связно-окрестностным (для краткости – 
ССО-графом), если для каждого его связного порожденного подграфа H выполнено равенство 
nb(H) = nbc(H).
В следующей теореме содержится характеризация наследственного класса ССО-графов 
в терминах запрещенных порожденных подграфов, из которой следует полиномиальный алго-
ритм распознавания таких графов.
Те о р е м а  6. Граф G является совершенным связно-окрестностным тогда и только тогда, 
когда G – (P5, C4, C5)-свободный граф (рис. 3).
При доказательстве теоремы будем стремиться наиболее близко (там, где это возможно) сле-
довать обозначениям [9] из доказательства теоремы 5. 
До к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна, так как для связных графов P5, C4 и C5 вы-
полнены соотношения
 5 5 4 4 5 5( ) = 2, ( ) = 3; ( ) = 2, ( ) = 3; ( ) = 3, ( ) = 4.c c cnb P nb P nb C nb C nb C nb C  
Докажем достаточность. Предположим, что существуют графы, не содержащие порожден-
ных подграфов, изоморфных P5, C4, C5, и при этом не являющиеся ССО-графами. Пусть G – один 
из таких графов. Без ограничения общности можно считать, что G связен и nb(G) < nbс(G) (иначе 
в качестве графа G можно взять именно тот из его связных порожденных подграфов, для которо-
го нарушается равенство окрестностного и связного окрестностного чисел).
Выберем в графе G такое наименьшее по мощности окрестностное множество D, для кото-
рого порожденный им подграф H = G(D) имеет наименьшее число компонент связности среди 
всех подграфов, порожденных наименьшими окрестностными множествами графа G. Поскольку 
nb(G) < nbс(G), то H – несвязный граф. Зафиксируем в H две связные компоненты K и L.
Рис. 2. Не доминантно-треугольный, но связно-доминантно-треугольный граф  
(простая цепь Pn выделена утолщенной линией)
Рис. 3. Запрещенные порожденные подграфы для класса ССО-графов
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В силу связности графа G в нем найдется кратчайшая цепь (u1,u2,…,ut), для которой 1 ( )u V K∈  
и ( )tu V L∈ .
Ут в е р ж д е н и е  1. t = 3.
До к а з а т е л ь с т в о. С одной стороны, t ≥ 3, так как вершины u1 и ut принадлежат различным 
связным компонентам графа H. С другой стороны, t ≤ 4, так как граф G не содержит порожденной 
цепи P5.
Предположим, что t = 4. Покажем, что в таком случае множество вершин 
 1 4 2 3= ( \{ , }) { , }D D u u u u′ ∪  
является окрестностным множеством графа G. Допустим, что это не так. Тогда либо множе-
ство D′ не является доминирующим, либо оно является доминирующим, но не окрестностным. 
В первом случае существует вершина v D′∉ , не смежная ни с одной вершиной из D′, но смежная 
с некоторой вершиной из доминирующего множества D. Поскольку D\D′ = {u1, u4}, вершина v 
смежна по крайней мере с одной из вершин u1 и u4. Но тогда множество вершин {v, u1, u2, u3, u4} 
порождает в графе G один из графов P5 или C5, что невозможно.
Рассмотрим теперь случай, когда множество D′ является доминирующим, но не окрест-
ностным. Тогда найдется ребро e, для которого существует вершина d окрестностного множе-
ства D такая, что [ ]d PN e∈ , но при этом [ ] =PN e D′∩ ∅  (в частности, 2 3{ , } =e u u∩ ∅ ). Имеем 
1 4\ = { , }d D D u u′∈ . В силу симметрии будем считать, что d = u1.
Имея в виду, что 1 2 3 4 4({ , , , })G u u u u P≅ , рассмотрим возможные случаи.
1. Ребро e инцидентно вершине u1 и не инцидентно вершине u4. Пусть v – вершина ребра e, отлич-
ная от u1. В этом случае 2 ( )vu E G∉ , так как иначе 2 [ ] ,u PN e D′∈ ∩  что невозможно. Если 3 ( )vu E G∈ , 
то 1 2 3 4({ , , , }) ,G v u u u C≅  что также невозможно. Иначе множество вершин {v, u1, u2, u3, u4} по-
рождает один из графов C5 или P5. 
2. Ребро e инцидентно вершине u4 и не инцидентно вершине u1. Но для этого необходимо 
1 4 ( )u u E G∈  в силу 1 4= [ ] [ ]u d PN e N u∈ ⊆  – противоречие. 
3. Ребро e не инцидентно вершинам u1 и u4. Пусть e = vw. Поскольку 2 3,u u D′∈  и [ ] =D PN e′ ∩ ∅ , 
каждая из вершин u2 и u3 не может быть смежна одновременно с обеими вершинами v и w. Если 
при этом каждая из вершин u2 и u3 смежна с некоторой из вершин v и w, то 2 3 4({ , , , })G v w u u C≅ . 
Иначе одна из вершин, инцидентных e, не смежна ни с u2, ни с u3. Не нарушая общности, будем 
считать, что это v. В этом случае порожденный подграф G({v, u1, u2, u3, u4}) изоморфен C5 или P5. 
Таким образом, D′ – наименьшее окрестностное множество графа G, поскольку | | = | |D D′ . 
В силу выбора множества D граф G(D′) имеет не меньше компонент связности, чем H = G(D). 
Следовательно, множество вершин 1 4 2 3( ( ) \{ }) ( ( ) \{ }) { , }V K u V L u u u∪ ∪  порождает в G под-
граф F, имеющий не менее двух связных компонент. Пусть M – та из связных компонент графа F, 
которая не содержит вершин u2 и u3. Можно считать, что ( ) ( )V M V K⊆ . Из связности графа K 
следует наличие такой вершины ( )w V M∈ , что 1 ( )u w E G∈ .
Но тогда 1 2 3 4 5({ , , , , })G w u u u u P≅  – противоречие. Утверждение доказано.
Для {1,3}i ∈  введем обозначение 2= ( \{ }) { }i iD D u u∪ .
Ут в е р ж д е н и е  2. Если множество вершин Di , {1, 3}i ∈ , не является окрестностным мно-
жеством графа G, то найдется вершина ( )iv V G∈ , смежная с ui и не смежная ни с одной из 
вершин множества 1 2 3= { , , } \{ }i iU u u u u . 
До к а з а т е л ь с т в о. Докажем это утверждение для i = 1, доказательство для i = 3 будет сим-
метричным.
Пусть множество вершин D1 не является окрестностным множеством графа G. Если оно 
не является доминирующим, то в качестве v1 можно взять любую вершину из множества 
1 1( ) \ [ ] ( )V G N D N u⊆ . Иначе найдется такое ребро ( )e E G∈ , что 1[ ] =PN e D∩ ∅  (тогда, в част-
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ности, 1 =e U∩ ∅ ). В этом случае 1 [ ]u PN e∈ , поскольку D – окрестностное множество и D\D1 = 
= {u1}. Если e = u1w для некоторой вершины w, то из 2 [ ]u PN e∉  имеем 2 ( )wu E G∉  и можно 
положить v1 = w. В противном случае 1 2 3{ , , } =e u u u∩ ∅ . Пусть e = vw. Поскольку 2 3,u u D′∈  
и [ ] =D PN e′ ∩ ∅ , каждая из вершин u2 и u3 не может быть смежна одновременно с обеими вер-
шинами v и w. Если при этом каждая из вершин u2 и u3 смежна с некоторой из вершин v и w, то 
2 3 4({ , , , })G v w u u C≅ . Иначе одна из вершин, инцидентных e, не смежна ни с u2, ни с u3. Не на-
рушая общности, будем считать, что это v. Тогда можно положить v1 = v. В обоих рассмотренных 
случаях 1 3 ( )v u E G∉ , так как иначе 1 1 2 3 4({ , , , })G v u u u C≅ . Утверждение доказано.
С л ед с т в и е  2. Хотя бы одно из множеств вершин D1 и D3 является окрестностным мно-
жеством графа G. 
До к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что это не так. Тогда, согласно утверждению 2, найдутся 
такие вершины v1 и v3, что 
 1 1 2 3 1 3 3 1 2 3( ), { , } ( ) = , ( ), { , } ( ) = .v u E G u u N v u v E G u u N v∈ ∩ ∅ ∈ ∩ ∅  
В этом случае порожденный подграф G({v1, v3, u1, u2, u3}) изоморфен C5 или P5. Полученное 
противоречие доказывает следствие 2. 
Учитывая симметрию, будем считать, что именно D1 является окрестностным множеством 
графа G. Поскольку 1| | = | |D D , множество D1 также является наименьшим окрестностным мно-
жеством этого графа. В силу выбора множества D имеется такая связная компонента N графа 
G(D1), что ( ) ( ).V N V K⊆  В силу связности K найдется вершина ( )w V N∈ , смежная c u1.
Ут в е р ж д е н и е  3. Множество вершин 1 1= ( \{ }) { }D D w u′ ∪  является наименьшим окрест-
ностным множеством графа G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если D′ не является доминирующим множеством графа G, то найдется верши-
на ( ) \ [ ] .y V G N D′∈  Поскольку \ = { } ,D D w′  имеем ( ) .yw E G∈  Но тогда 1 2 3 5({ , , , , })G y w u u u P≅ .
В противном случае найдется ребро ( )e E G∈ , для которого [ ] =PN e D′∩ ∅  (тогда, в частно-
сти, 1 2 3{ , , } =e u u u∩ ∅ ). Поскольку D – окрестностное множество и \ = { }D D w′ , то [ ]w PN e∈ . 
Рассмотрим два возможных при этом случая.
1. e = wv для некоторой вершины 1 2 3( ) \{ , , , }v V G u u u w∈ . Поскольку 1 [ ]u PN e∉  и при этом 
1 [ ]u N w∈ , имеем 1 ( )u v E G∉ . Если 2 ( )u v E G∈ , то 1 2 4({ , , , })G v w u u C≅ . Иначе множество вер-
шин  {v, w, u1, u2, u3} порождает подграф G, изоморфный C5 или P5. 
2. 1 2 3{ , , , } =e w u u u∩ ∅ . Пусть e = vx. Поскольку 1 2,u u D′∈  и [ ] =D PN e′ ∩ ∅ , каждая из вер-
шин u1 и u2 не может быть смежна одновременно с обеими вершинами v и x. Если при этом каждая 
из вершин u1 и u2 смежна с некоторой из вершин v и x, то 1 2 4({ , , , }) ,G v x u u C≅  что невозможно. 
Иначе одна из вершин, инцидентных e, не смежна ни с u1, ни с u2. Не нарушая общности, будем 
считать, что это x. Тогда множество вершин {x, w, u1, u2, u3} порождает подграф графа G, изоморф-
ный C5 или P5. Полученное противоречие завершает доказательство утверждения 3. 
Ут в е р ж д е н и е  4. Подграф G(D′), порожденный множеством вершин из утверждения 3, 
имеет меньше связных компонент, чем G(D). 
До к а з а т е л ь с т в о. В противном случае G(D′) имеет такую связную компоненту P, что 
( ) ( )V P V K⊆  и 1 ( )u V P∉ . В силу связности K найдется вершина ( )z V P∈ , смежная с w. Тогда 
1 2 3 5({ , , , , })G z w u u u P≅  – противоречие. Утвеждение доказано.
Утверждения 3 и 4 приводят к противоречию, доказывающему теорему. 
С л ед с т в и е  3. Каждый расщепляемый граф G является ССО-графом. В частности, если G 
связен, то nb(G) = nbc(G). 
До к а з а т е л ь с т в о. Легко убедиться непосредственно, что каждый расщепляемый граф не со-
держит порожденных цепей и циклов длины более 3. Этот результат также следует из характе-
ризации класса расщепляемых графов [5], согласно которой граф является расщепляемым тогда 
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и только тогда, когда он (2K2, C4, C5)-свободный (так как граф 2K2 является порожденным под-
графом простой цепи P5). Следствие доказано.
5. Сложность аппроксимации задачи СВЯЗНОЕ ОКРЕСтНОСтНОЕ мНОЖЕСтВО. 
Для класса связных симплициально-расщепляемых графов (в данном случае как подкласса клас-
са связных расщепляемых графов) имеет место еще одно совпадение параметров, связанных 
с доминированием. 
Те о р е м а  7. Для каждого связного расщепляемого графа G выполняется соотношение 
γc(G) = γ(G). 
До к а з а т е л ь с т в о. Поскольку каждое связное доминирующее множество является домини-
рующим, соотношение γ(G) ≤ γc(G) выполяется очевидным образом. Докажем, что верно и обрат-
ное соотношение γc(G) ≤ γ(G). Для этого рассмотрим произвольное доминирующее множество D 
графа G. Представим множество вершин графа G в виде разбиения ( ) =V G C I∪ , =C I∩ ∅ , где 
C – клика, а I – независимое множество. Для каждой вершины v D I∈ ∩  выберем произвольную 
смежную с ней вершину v C′∈  (такая вершина обязательно существует в силу связности графа G). 
Тогда множество вершин = ( ) { | }D D C v v D I′ ′∩ ∪ ∈ ∩  будет доминирующим, а порожденный 
им подграф G(D′) – связным, так как D C′ ⊆ . При этом | | | |D D′ ≤ , поэтому γc(G) ≤ γ(G), что 
и требовалось. Теорема доказана.
Таким образом, из следствий 1, 3 и теоремы 7 следует, что для каждого связного симплици-
ально-расщепляемого графа G выполнены соотношения 
 ( ) = ( ) = ( ) = ( ).c cG G nb G nb Gg g  
Приведенные соотношениия в совокупности с теоремой 3 позволяют сформулировать сле-
дующий результат о сложности аппроксимации для соотвествующих оптимизационных задач.
Те о р е м а  8. В предположении P ≠ NP для оптимизационной версии каждой из задач ДО МИ-
НИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО, СВЯЗНОЕ ДОМИНИРУЮЩЕЕ МНОЖЕСТВО, ОКРЕСТ НО СТ-
НОЕ МНОЖЕСТВО и СВЯЗНОЕ ОКРЕСТНОСТНОЕ МНОЖЕСТВО не существует полиноми-
ального (κ ln n) -приближенного алгоритма в классе связных симплициально-расщепляемых гра-
фов порядка n, где κ – фиксированная константа из условия теоремы 2. 
Теорема 8 устанавливает первый результат о сложности задачи СВЯЗНОЕ ОКРЕСТНОСТ-
НОЕ МНОЖЕСТВО в классе всех графов.
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